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Die Vielteilchen-T-Matrix und ihre Anwendung in der Theorie
realer Gase von mittlerer Dichte

K. BAERWINKEL

II. Anwendung der Transportgleichung

Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Marburg

(Z. Naturforsch. 24 a, 38—51 [1969] ; eingegangen am 16. Juli 1968)
The improved Landau equation governing nonequilibrium behaviour of quantum gases of
moderate density is shown to yield the exact second virial coefficient B(7'). After simplifying

the collisional operator the linearized stress tensor is evaluated to give the lowest order virial
correction to the shear viscosity.

1. Erhaltungssitze

1.1 Teilchenzahl- Erhaltungssatz

Bei der Auswertung unserer Hauptgleichung, der grundlegenden Transportgleichung (107)1, werden
wir zundchst auf die Erhaltungssitze fur die Teilchenzahl und fiir den Impuls nédher eingehen. Zuerst
betrachten wir den Teilchenzahl-Erhaltungssatz. Die dabei notwendigen Rechnungen sind auch fiir spatere
Uberlegungen niitzlich. Integration der Hauptgleichung iiber den Impuls ergibt

4
n(r,t)=> [K;j(p,r;t)dp — [dp(Vpe(p,r;t)-Vr— Vre(p,r;t)- Vp) (P73 1). (1)

i=1

Zunéchst iiberzeugen wir uns davon, daf} die vier Terme K; keinen Beitrag liefern. Bei K;, wie es durch
(108)1 gegeben ist, integrieren wir statt iiber p, p’ iiber den Schwerpunktsimpuls p 4 p’ und den Relativ-
impuls 3 (p — p'):
[ Ki(p,ri 0)dp = @3 [AQ (o2 Vr + 3) 11(@, 750, @)
wobei
L@ri0=[ak($ +krit)i($ —krse)
> o 7 .
| Re k| T (Be+i0) k> — 3 [dq 5.~ 5 [<q| Tw(Be+50) b2 3)
— 7 [ dqo(Bx — Bq) Tm[(q| T (Ex +i0) | k>*q| T (Bx +i0)| ]
Wegen (96)1 ist 1;(Q,r;t)=0. (4)
Nun zu K. Nach (109)1 gilt
- ¢ 1 . .
[Kz(p,ritydp = Vr- [dpdp’ 5, (p —P') {:+:} =0, (5)

weil hier {...} beziiglich p und p’ symmetrisch ist.
Bei K3 [vgl. (110)1] wird wieder iiber den zu p, p" gehoérenden Relativ- und Schwerpunktsimpuls inte=
griert:

[Ks(p,ritydp =7 k) [dQI5(Q.r:1) (6)

1 K. BAERWINKEL, Z. Naturforsch. 24a, 22 [1969]; voranstehende Arbeit.
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I5(Q, rt) = [dk {f(g—k,r;t) v,f(Q 13- B 75 t)—/( By t) vff(%—k,r;t)}
-Im [dq6(Eq — Ex)<k|T+(Eq+i0)|q)* Vi<k|T+(Bs+i0)|q). (7)
Fir das letzte Integral iiber ¢ konnen wir schreiben
Vklmqué (Bq — Ex')<k|T+(Eq+i0)|q){q|T=(Eq—i0)|k)|x=x
_vklm{ (k| T By + i 0)| k' — k| T (B — i O) |k>)}

=% ViRe (Kk|T+(Ex +i0)| K> — (k| T+( Ek,+¢0)|k>*)[,‘,=k.

Hier haben wir die Unitaritatsrelation fiir die 7'-Matrix verwendet. Im letzten Ausdruck kann man nun
auf die Bildung des konjugiert Komplexen verzichten, weil nur der Realteil zuriickbehalten wird. Mit der
vorausgesetzten Symmetrie der 7-Matrix folgt dann

Im [dqd(Eq — Ex) <k|T+(Eq +i0)| @>* Vie<k|T<(Eq +i0)| q> = 0. (8)
Bleibt also noch [vgl. (111)1]

[Ku(p,ri0)dp =5 (22)3 [AQakV, (T + K r; t)f(% —krst)]
Im [dqd(Ex — Eg){q|T+(Bx +i0)| ky*Veq|T+(Ex +10)| k> 9)
—w(2mh)3 fdeqf( +q,r; t) V,f( —q,r;t)
- Im [ dk8(Bx — Bq) {q| T (Bx + i0)| k>* Volq|Ts(Bx +i0) | k.
Der zweite Summand verschwindet wegen (8). Im ersten beachten wir, dal wegen

(p|T+(2)|p"> =+ <{—p|T+(z)|p">
die GroBe
{q|T+(Ex + :0)| kY*Ve<q|T+(Ex +10)| k)

eine ungerade Funktion von q ist und daher
[dqd(Bx — Eg){q|T+(Ex +i0)| k>* Ve<q|T=(Ex + i0)| k> =0. (10)

Auf der rechten Seite von (1) ist jetzt nur der Landau-Term iibriggeblieben. Wenn man (13)1, (14)1
benutzt, nimlich

ep.rit = + [F(E57)f(ari0dq

mit F (k) = F(— k), kann man durch partielle Integration

— [dp(Vpe(p,r30) Vr — Vre(p,rit) Vo) (P rit) = — V- [ (p/m) f(p, 73 t)d p (11)
zeigen. Insgesamt erhalten wir damit die Kontinuitatsgleichung
. . 1
i, )+ div (n(r, ) Cpfm») = 03 <ppm> = oo [ (Im)f(p, 73 D dp. (12

1.2. Impulssatz und Drucktensor

Jetzt soll — wie schon in der Einfiihrung zul angegeben — aus der Kontinuitédtsgleichung fiir die
Impulsdichte

% [ 2ot (P, 73 )Ap + g, Dyu(r, 1) =0 (13)
der Drucktensor /7,, entnommen werden. Bekanntlich ist

fp,,J(Boltzmann) dp=0,
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und wir haben daher aufgrund unserer Hauptgleichung (107)1 zu schreiben
4
O lyu(r,t) = [ D[ Vpe(p,r5t)-Vr — Vre(p,rit) - Vol f (P, r; )dp — D [py Kj(p,ri t)dp,  (14)
i=1

d.h. die rechte Seite ist so umzuarbeiten, daf} sie die Gestalt der linken Seite annimmt. Den Drucktensor
spalten wir dieser Gleichung entsprechend auf:

4
I1,, = II,,(Landau) + > IT{, (15)

i=1
wobei also 0, I1,,(Landau) dem ersten Ausdruck auf der rechten Seite von (14) entspricht. Partielle
Integration ohne Randterme ergibt dort

—fvarS'fodP—_—fpv(VP'Vre)fdP+f(az,ﬁ)fdP: —vaVpe'VrfdP
+ az,,_[pl’(ap,,e)fdp + ax.jsfdp - fan_/dp.
Durch Einsetzen von ¢ wie oben [F (k) = F(— k)!] erhalten wir

0,, My (Landaw) = 0, [ 77 fap + 2, [dpdapy (0,7 (P 5 9)) g, r: 0/ (p.ri0)
+32, fdpqu( %) f(a, s 01 (p, 3 0).
Hier integrieren wir im zweiten Summanden noch einmal partiell und schreiben dann endgiiltig
Iy (Landan) = [ 2% f(p, r;0)dp -

~ fdp[jqu( 2 )@ 0] (porit) — 18, [apda F (P 5 %) fla rs 0f (pri ).

Dies ist natiirlich genau der Drucktensor, den GrossmaNx2 mit Hilfe der Landau-Gleichung erhalten hat.
Nun zu dem tber die Landau-Theorie hinausgehenden Anteil des Drucktensors.

8,019 = — [dpp, K = — 0P [dQ & (42 Ve + &) h@ rst).

Nach Einsetzen von K; nach (108)! konnten wir zunichst p, durch 1 (p,-+ p,) ersetzen, weil der iibrige
Integrand in p, p’ symmetrisch ist. Danach rechnet man wie bei Gl. (2) und wegen (4) kann gesetzt werden:

np=o. (17)

Der niachste Term ist
EIuHﬁ} = — fdppsz.
Hier folgt nun [vgl. (109)1 und (5)]

112 = @k dedkf( e s t)f(—Qf — z)
-[—fjdq gy Eki |<q|Ts(Bx +i0)| ]2 — X5 Re k| 17, (Bs + i0)|k>] (18)
Weiterhin erhalten wir mit (110)1 und (7)
0, 1Y) = — 5 2h) [dQQ, I5(Q, 3 1).
Unter Beriicksichtigung von (8) konnen wir dann
n9=0 (19)
setzen. Beim letzten Anteil des Drucktensors bekommen wir [vgl. (111)1 und (9)], wenn wir (8) benutzen:
0,19 = — 5 @ [aQdqak (5 +a) Ve[f( + korit) (T —korit)
+8(Ex — B Im [(q| T (Bx + i 0) | ky* Vo<q | T (Bx + i 0) | k).
2 S. GROSSMANY, Z. Phys. 182, 24 [1964].
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Wegen (10) fallt auch noch der Summand mit } @, weg und nur der mit ¢, bleibt tbrig, so dall

=~ 5 @anp [dQdqake (3 + krit)i($ — krit) 20)

0(Ex — Eq) Im [{q|T+(Ex +i0)|k)*0,<q|T+(Ex + i 0)| k)].

2. Der zweite Virialkoeffizient B(T)

Nachdem uns nun der Drucktensor als Funktional der Verteilungsfunktion f bekannt ist, kénnen wir
zum Gleichgewicht iibergehen. Fiir diesen Spezialfall wollen wir /7,, in zweiter Ordnung in der Dichte n
berechnen. [Mehr wiirde ja auch iiber den Rahmen der Dichtendherung, die schon in unserer Haupt-
gleichung (107)! steckt, hinausgehen.] Den Ubergang zum Gleichgewicht und die Entwicklung bis zu
Termen ~ n2 wollen wir kurz durch ""—'" andeuten.

Im Gleichgewicht ist f in niedrigster Ordnung beziiglich »n natiirlich — nédmlich nach (40)1, (43)1 —
gerade die Maxwell-Verteilung. Fiir das zuletzt angegebene /7(}) folgt damit

IO "»" —n22amxT)3- : 2nmh)3 [dQe=AQm [dgg,e=FE
Tm [dk6(Ex — Eq){q|T+(Bx+i0)|k)* 9, (q|T<(Ex +i0)| k).

Hier ist wieder (8) anwendbar. Also
Hfﬁ) ""0. (21)

Jetzt brauchen wir nur noch /7, (Landau) + Hﬁ) auszuwerten. Fir den ersten Anteil von /7, (Landau)
nach (16) gilt

—B;f‘—'—fdp """ n2amsxT)3/2 j ?;ﬁ’u e PP°2mdp - R = 0yynxT + R. (22)

Damit haben wir den Druck des klassischen idealen Gases abgespalten und der Rest R ist mit Hilfe der
Formeln (40)1, (41)1, (42)! auszudriicken:

R = n2(F 13) @am»T)-3/2 j p‘;rlpj [2-3/2 ¢—A(P*2m) __ o—B(®*m)]dp 23)
+n22amxT)-3/2 dedp e PEq(p, E) [&n]:‘f — Opux T} .

Man verifiziert leicht, dafl hier der erste Summand der mit n2x 7T - §,, multiplizierte Virialkoeffizient B,
des idealen Quantengases ist [vgl. (9)1]. Im zweiten Summanden wird « gemall (92)1 explizit eingesetzt

R = 6,,m2%T Bo(T) + 6yun?)/23 [dke=PExRe (k|T+(Ex + i0)| k)
— 0223238 [ dke—PEx 5 Ro (| T, (By +10) | k> — 8,um? 2 135 T [ dke=9Ex 24
. [Re (k|Ty (B +i0)| k) — 1[dq ﬁ% |<q|T+(Ex+i0)| k>]2J — n223/2}3 [dke PEx
q
v gl . kvk ’ .
[37ag %0 o T [Ca| Ta(Br +i0) ]2 — ¥ Re k| T (i +i0) | 1),
Offensichtlich féllt der letzte Term gegen den Beitrag von I1(2) weg und der vorletzte ergibt wegen (96)1

gerade 0,,n2xT By, wobei By der durch (8)! definierte Beitrag zum Virialkoeffizienten B ist. Bis jetzt
haben wir also folgendes Zwischenergebnis:

I + 119 + [ P24 fdp " nx T (1 +nlBo(T) + Bu(T) + Ba(T)

— n2232738 [ dk o8B B 5u Ro (k| 1. (B, +10)| B> (25)
Hierbei haben wir auch noch die definierende Gl. (5)1 fir B; benutzt. Jetzt der restliche Anteil von
I1,,(Landau) nach (16):

— %6yujdpqu (P_;‘l)f(q, r;t)f(p,r;t)" =" — 0yun2xTB1(T) (26)
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— - fdeqF<P—; q)f(q, rit) Py Oy, (P, Tst) =" 223273 8 [dkePEx
.Re<k|Ti(Ek+i0)]k>+(5wn2;¢TBl(T). 27)

kyky
m

Unser Gesamtresultat lautet damit: Im Gleichgewicht gilt bis zur zweiten Potenz in der Dichte
Hyuzéyun?{T(l+nB(T)), (28)

wobel B = Bg+ B; + Bs der aus der Gleichgewichtstheorie3 bereits bekannte exakte Virialkoeffizient ist;
ein Ergebnis also, das nicht mehr zu verbessern ist.

3. Lokales Gleichgewicht, angeniherte Losung der Hauptgleichung

Wir betrachten noch einmal die Einteilchenfunktion ¢g< im totalen Gleichgewicht (vgl.1) und schreiben
dafiir g5 (pE: 8, u). Im lokalen Gleichgewicht hat dann g< nach 4 die Gestalt

gfeq.(PErrt) =ge<q.(P_muaE_P'u+%u2; ﬂ(l‘, t)ylu(r’t))v (29)

wobei u(r,t) die lokale mittlere Geschwindigkeit bedeutet. Fiir die Fermi- bzw. Bose-Verteilung mit
u = p(r,t) gilt wieder die fiir das Gleichgewicht bekannte Dichteentwicklung (38)1, jetzt lediglich mit
n = n(r,t). Aus (29) erhalten wir durch Integration tiber £ die Wigner-Funktion fiir das lokale Gleich-
gewicht. Die Dichteentwicklung dafiir sieht nun — mit n = n(r,t), =1 =» T (r, t) — fast so aus, wie
im totalen Gleichgewicht [vgl. (43)1]:

freq.(psT;t) =nFo(p,r;t) +n2[Fia(p.r:t) + Fini(p, r;t)] + O(n3) (30)
mit Fo(p,r;t) = (2amxT)-3/2¢= B2mp—mu?
Fialp i) = F @ameD) 92550 (292exp | — o, (p—mut| —exp [~ (p—mup)|), 3V
Fini(p, r3t) = @amx T) 32 [[dE e "Pa(p — mu, E) — Fo(p,r; 1) [dp'dE' e~ ¥ u(p’, E)]. (32)

Wir stellen uns nun vor, unser physikalisches System befinde sich nahezu im lokalen Gleichgewicht, und
andern die Hauptgleichung (107)1 ab, indem wir fir den Stolterm einen vereinfachenden Ansatz machen:

4
R . 1
(3 + Vpe(p, 7 8) - Vr — Vre(p, ;) Vo) f(p,r5t) — > Kj= — S (f—=freq). (33)
j=1
Der urspriingliche Stofterm darf hier durchaus komplizierter als das Boltzmannsche StoBintegral sein.
Die Relaxationszeit v = t(r, t) ist natiirlich je nach Art des urspriinglichen Stolterms zu wahlen. Wir
werden vor allem ihre Dichteabhingigkeit noch genauer diskutieren (Abschnitt 5). Wegen

[dpfreq.(p.T;t)=n(r,t)= [dpf(p,r;t)
bzw. — mit fi =f — fi.eq. —
[dpfi(p,r;t) =0 (34)

folgt aus (33) auch wiederum die alte Kontinuitatsgleichung (12). Unter der Voraussetzung f; < /1. eq.
wird nun

4
fl(P, r;t)=— T(et + Vpéleq. " Vr — Vréleq. " Vp)fl. eq. T TZKj:l‘eq. (35)
i=1
gesetzt und damit die Hauptgleichung bzw. (33) néherungsweise gelost. Hieraus erhilt man mit dem
Impulssatz (13)
[ 2 pporindp=o0. (36

3 B.J. BAUMGARTL, Z. Phys. 198, 148 [1967]. 4 L. P. KADANOFF u. G. BAyM, Quantum Statistical Mee
chaniecs, W. A. Benjamin Inc., New York 1962.
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Die in der Kontinuitatsgleichung (12) vorkommende mittlere Geschwindigkeit { p/m) ist jetzt mit u(r, t)
identisch. Mit P,, bezeichnen wir im folgenden die beziiglich f; linearisierte Abweichung des Drucktensors
von seinem Wert im lokalen Gleichgewicht. Fiir » = u gilt dann (vgl. (16), (18), (20)):

1
Py= - [(py —mw) (py — muy) f1(p, r;t)dp

== fdeP’F<P'g E)p»[h. ea. (P s 3 8) O, f1(ps i t) + f1(P's 75 t) Op, frieq. (P T3 1))
+ 22k [dQdkf eq. (9+k r't)fl(—Q——k r't)
-[;jd 2”ﬁ’i—gqu]Ti By +i0)| k|2 — ™ Re (k| T, (B + i0)| b1 (37)

m Ek——-

— 2 (@h)? [dQdkf.eq. (524 k) 1§ — ket
- [dqo(Ex — By) Im [{q|T+(Ex +i0)|k)*,,{q| T (Ex +i0)|k)].

4. Die Zahigkeit: Stromungskorrektur

Pyy(v+ p) wird nun bis zur zweiten Ordnung in n(r, t) ausgerechnet, wobei die Dichteabhingigkeit
von 7 zunichst noch auller acht gelassen wird, und dann auf die Form
Ouy Oy
Pyy = _ﬂ(axu 8 Quy )

gebracht. 7 ist dann als Zéhigkeit zu interpretieren. Nach (30), (37) entsteht offensichtlich nur ein Term
~ n, namlich

(38)

Pﬁ?‘) == ;:L f(Pv — muy) (Pp — Muy) (‘,% - Vr + at) nFo(p,r;t)dp.
Der Anteil mit der zeitlichen Ableitung ergibt keinen Beitrag; denn

f(?’v — Mmuy) (py — muy) Ogn Fodp = at"f(f’v — muy) (py — muy) Fodp
+ nmd,,f(p,, — muy) Fodp + nmﬁuf(pv — muy) Fodp.

Die beiden letzten Summanden verschwinden hier, weil Fo nur von [ pP= mu] abhangt, und der erste
verschwindet ebenfalls, wenn man noch » =+ u beachtet. Entsprechend folgert man

1
T I(Pv — MUy) (Pp — Muy) Vr- (%nFo) dp
=—%IF0(P,r;t)(p—mu)-V,[( — muy) (pu — muy)]dp
2 % (P—m")2 auv au,‘
=+n-§[jFo(p,r,t)v—~~ém — 'dp][axu + ax,]

Der Wert des verbleibenden Integrals ist 3% 7', so daB

v 0
PO = — rnsz(au u“)

oz, (39)

Die Zihigkeit tnx T erhidlt man bekanntlich auch bei der Behandlung der klassischen Boltzmann-
Gleichung mit Relaxationsansatz. Unter Beriicksichtigung der Beitrdge ~ n2 werden wir P,, so darstellen:

Py=—1nxT (1 + nds) (E?{L_!_ ?;‘:)

(40)
Die Stromungskorrektur A fiir ideale Quantengase folgt nun aus

P = — [y — mws) (b — mws) (- Ty + &) 02 Fia (p, 73 O dp.
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Fiq ist explizit durch (31) gegeben und wir kénnen nun genau so wie bei F argumentieren:

— mu)?
[ Paprin @5 ap |
Nach Auswertung des Integrals haben wir dann als ersten Anteil von Aj:

A = T 2-52)3 = By(T). (41)

Qu, | Cuy
+ -

. 2
P4 — —gp2.
v T 3 Oxy cay

In dem Anteil

T

s J'(Pr — muy) (p” — mu,,)(:; “Vr+ at) fl.eq.dP

von P,, haben wir bis jetzt nFy + n2Fiq fir fi eq. eingesetzt. Es fehlt noch #2Fjy¢. Mit (32), (92)! und
(97)1 erhélt man

Fint=Fs+4 Fgp, (42)
wobel
Fs(p,r;t)=2B1(T)Fo(p,r;t) (43)
— (2amxT)32 [dp’ [5 13 exp{— BB _pye Re (PSP T (Bp_pyo +i0) P 2
B (p+p 2
5 exp{— m ( 2 — ’mu) }
und

Fy(p,rit)=2Bs(T)Fo(p,r;t) — A3 2amxT)32

Y 7
. %J‘dp dk (e BE _exp{—ﬂE(P—P')/i }) E;c _ E(}—p')/;’ (44)
|/p—P . 2 B (p+p \ 2
.i<,ff2~—}Ti(Ek—{—zO)|k>‘ exp{— m(72 —mu) }

Fsist dabei derjenige Teil von Fip¢, den man erhilt, wenn die Spektralfunktion a als 6 (£ — ¢) angesetzt
und unter Beachtung der Normierung entwickelt wird. Diese Naherung entspricht gerade der einfachen
Landau-Gleichung. Es wird uns daher moglich sein, die Terme, die zu den Ergebnissen von GROSSMANXN 5
fithren miissen, zu sammeln. Bei F'5 bekommen wir nun

Pl = — o [ (o — m) (pu — mw) (5 + &) Fo(p,ri ) dp = — wnx T- 20 BuT) (430 + 51t
2 2 B, B
+rn2-gﬁz3-g—fdQexp{—5sz }jdk 2 (g —k) e—ﬁEk'Re<k|Ti(Ek+i0)|k>(;:; -?}‘)

Hier haben wir wie bei der Berechnung von P{?) geschlossen und dabei benutzt, dal der zweite Summand
von Fg nur von |p — mu| abhingt. Dies ist leicht zu sehen, wenn man voraussetzt, (k|7 (z)| k) sei
nur von | k| abhéingig. Bei einer rotationssymmetrischen Wechselwirkung w ist die Voraussetzung gegeben.
Der Einfachheit halber beschranken wir uns fiir den Rest dieser Arbeit auf rotationsinvariante Wechsel-
wirkungen.
Das in P2, noch vorkommende Integral wird jetzt ausgefiihrt und es ergibt sich

Quy u
Pf”: == T’il%T<*617+ é;‘f) '7ZAg,
Ay =1223p [dke=PE*Re<k|T.(Ex +i0)| k) (1 — 2 B Ey). (45)
Fiir das analog zu P2, definierte Pﬁ folgt zunéchst
P?‘ = —TnxT (euv e Eu”). n ,/1.?
v Oxy = Oxy -8

5 S. GrossMaNN, Z. Naturforsch. 20a, 861 [1965].
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mit
AZ =2

b

T)— Y2731 [dqdk(e=PFe — ¢~ PF) E,,Q 5, 14| T=(Bx +i0) [ B2

\N N

/‘H3 3 [dqdkEg(e Fe —eFPF) " pr [(q[T (Ex +10)| k|2,

Mit Hilfe von (88)1, (96)! iiberzeugt man sich davon, dal} der zweite Summand auf der rechten Seite
mit By (7') identisch ist. Daher dann

A2 = By(1) — V2 p18 [Aqak Bgle=% — =05y 1 T [(q|To (B +i0) B2 (46)

Bei der Auswertung von P,,((37)) haben wir bis jetzt den ersten Summanden mit
fi=—t(p/m-Vr+ &) f.ea.

bearbeitet. Fir f; setzen wir nun den nédchsten Term nach (35) ein, nimlich in niedrigster Dichtenaherung

(Vo [ F (P53 T)nPola rsdq] - VenFotp,rs6) = [Vr [F (257 ) nFo (g5 0)da|- VpnFolp,rs ).

Der Leser wird ohne Schwierigkeiten nachrechnen, dafl dieser Ausdruck keinen Beitrag liefert. Zur voll-
standigen Auswertung von f (py — muy) (P — muy)frdp missen wir gemafl (35) fir f; dann noch
T2 K;j[nFy) einsetzen. Beginnen wir mit K4, das durch (111)! definiert ist:

Pﬁf = ;7 _[(Pv — muy) (pu — muy) K4[n Foldp = ’;[ n(27zk)3fdpdp'(p,, — MUy) Py — M Uy)

{yexp{— BB} Ve (gmmuy o0 {— & (B5E —m">2}>

_nFo(P,r;t)VrnFo(P," t fdké Ek—E(p P)/’)Im[<7 |Ti Ek+10 |k\

'V<p—p'>/z<'*2 'lTi(Ek—l-iO)lkH.
Hier ist (8) anwendbar. Also
PEe—1,

Ebenso verschwindet auch PK:. Es gilt nimlich [vgl. (108)1]
PE = @ahp [aQdg (Y —muy+0) (% —muut 0 ) (20 + )
n2 (2wmx T)-3 exp{_ & (‘22 _ mu)Z} {e="ERe (q|T". (Eq + i 05| @
— Jake#5 [ 57 |Cq| Tu(Be +i0) | ByJ2
+ nd(Bx — Eg) Im ((q|T<(Ex +i0)| k>*{q|T. (Ex + i0)| k>)]}.

Da der Inhalt der geschweiften Klammer nur von | q| abhingt (Voraussetzung der Rotationsinvarianz!),
brauchen wir bei (} Q, — mu, + ¢,) (3 Qu — mu, + gu) nur den von g unabhingigen Anteil zu beriick-
sichtigen, und dann folgt PX' = 0 wegen (96)1.

v

Nun der Beitrag von Ks:
Pﬁf - % (27tk)3fdeq (%Ii — mauy + QM) (Q;’ — muy + QV) ‘7% * Vr
n2 ﬂ Q 2 _ 5 . - P
R TS SN

g7 (Bx + 10y [o]2]:

Wenn hier ¥/, vor dem ganzen Ausdruck stehen wiirde, wire das Ergebnis Null; denn

fdQ (%“ — mauy + qlt) (*Qgi — muy + qv) exp{— z (’g - mu)2} = QVQMIdQ e peAm
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und das verbleibende Integral {iber q hitte einen ungeraden Integranden. Wir konnen also auch schreiben
PEr—= tn2132amx T)-3/2 J.dQ e—B(@Q4m) qu [(%l + q,,) Vrity + (sz + q,,) Vr uu]
—BE ’ . _ 7 ;
. ':,I; {e PE:Re(q|T. (Bq+1i0)|q> —} [dkePEx B —F, |<q|T+(Ex+10)] k>[2}~

Wenn wir wiederum ausnutzen, dafl die geschweifte Klammer nur von | q| abhéingt, erhalten wir fiir die
zu PE: gehorende Stromungskorrektur:

93/2 , 7
Afr— — 3——7.3ﬂjquq[e*ﬂEvRe<qIT (Eq+10) |q>—~fdke B — |<q]T¢ (Ex +10)| k|2,
(47)

Dies fillt gerade gegen den ,,unangenehmen‘ Anteil von A7 weg; denn fiir Re <q|T;.L (Eq+10)| q) gilt
die schon frither benutzte Darstellung als Hauptwertintegral. Also

A% + AE = By(T). (48)

Von (110)! ausgehend, haben wir jetzt noch Pfff zu diskutieren. Dabei konnen wir (8) anwenden und von
der vorausgesetzten Rotationsinvarianz Gebrauch machen. Damit wird

PEo = tu2 5 3 2amx T2 [dQdqdkexp]— L (V—Q- —mu)z} o5 LU 5 By

2
P @ —mu— k) = (T — k)| I (g | T (B +§0) | 0* Ve q | T (By +80) | ).

2m 2m

*Vr

Hier ist
Vel ] = ——2V,»l p (2— mu) k]

und wenn Y/, nur f(r, t) wirkt, verschwindet das Integral iiber Q. Es ergibt sich also

- S Ou 99 —BEx
P2y = rn223/2/13/3nﬁ7'a'x%qudkf - koemPE (49)
5 (Ex — Ey) Tm [(q| Ts(Ey + i 0)| ky* &y, <q| T« (By + i 0)| ).
Wegen {q|T+(z)| k) =Tx(2;5¢,k; q-k) (50)

(Rotationsinvarianz!) gilt

; . ko o ; .
%, <q|T+(Ex +10)| k) = ( e 0zt o @y) Ti(Hy+1i0; ¢, Y)|smpymg-k> (51)
so daf} in (49)
qu dk -+ ~ (Ouo Ovs + Ouc Oxo)
wird. In den beiden verbleibenden Termen der Doppelsumme kann man noch den Integranden durch

seinen von y, u unabhdngigen Mittelwert {(---), iiber alle méglichen Orientierungen des Koordinaten-
systems ersetzen. Das Ergebnis fiir P lautet dann

PEs — — rnxT(fuL-F iif)-nz]g“,
wobei
k
Al = — 23/2).3/32nqudke_ﬁE"é(Ek—- )<q" “Im[{q|T<(By + 10)| ky* (52)

'{Iﬂakv<‘I|Ti(Eq+ i0)|k>]/w-

Damit ist die Auswertung des ersten Anteils von P,,, namlich l/mfp,, pu f1 dp abgeschlossen. Obwohl
der Rest komplizierter aussieht, ist er einfacher zu behandeln. Der zweite Ausdruck auf der rechten Seite
von (37) ergibt
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Pﬁf‘):rj‘dpdp’p,,F(Pﬂp/){nFo(p',r;t)a (w-r Vr)nFO(P"' t)
((ct )nFo(p r; t)) ép“nFo(p,r;t)}.

Hiervon der Anteil mit der zeitlichen Ableitung nach partieller Integration beziglich p, (v + u!):

—1n22amxT)3 [dQdq < L + q,,) - q,, F'(q) exp{— % (g = mu)-}e‘“"".
Das Integral iiber g verschwindet offensichtlich. Damit bleibt nur noch

PO = — 7V, n2@amxT) 3j‘deq——7<Q” ﬂh) L i Frig)exp{— 8 ((2? ——mu)z}e_ﬂEv

— 2 [aQ (% +a) 4 X Flg) L {F0<Q—q,'t)VrFo(g+q,r;t)
_F0<Q+q,r t) VrFo(—g~q,r;t)}.

Der erste Summand ist natiirlich wieder Null und im zweiten wird Fy explizit eingesetzt. /, braucht
dann nur auf die in Fy vorkommende mittlere Geschwindigkeit u(r, {) angewendet zu werden. Daher

o o v o v
PR = —tn22amxT)" 3,3 Z _,?Q,fdQexp{ ﬁ—(g —mu)2} jdqe"ﬂE" qq“ (%- +9v) *qin—q -F'(q).
Mit
qu e~PEF'(q ) ( +qv)99qo— (Oue Ovs + Oua Oro) _que ﬂL"( F(Q))Qu?%

und nach partieller Integration beziiglich ¢, erhalten wir schlieBlich

- - - a Uy
PO = tn2232 13 f(2umx T)-32 [dqe ﬁEaRe(qITi(Eq—i-zOHq}(— — gpisd )[ Y 5 g’;“}

Wenn wir noch ¢2¢7 iiber den Raumwinkel mitteln, ist die entsprechende Stromungskorrektur

AP = — 232342 [dq( 3 By — 5 BBE) "5 Re(q| T (By +i0) | @) (53)
Nun mufl

A¢ + AP = Ag(Landan) (54)

gerade dasjenige g sein, welches aus der unkorrigierten Landau-Gleichung folgt. In der Tat stellt man
auch Ubereinstimmung mit dem Ergebnis in 5 fest; allerdings ist dort noch ein Fehler zu verbessern®,
der leider auch von BAUMGARTL? bei numerischen Rechnungen iibersehen wurde. Durch B;(7') kann man
Ag(Landau) so ausdriicken:
d d =
Ag(Landau) = 15 4T (T2 ar Bl(T)) ; (55)
Der dritte Term auf der rechten Seite von (37) lautet in zweiter Ordnung in der Dichte, wenn man » + u
und die Eigenschaft der Rotationsinvarianz (50) beachtet:

PO =1n223QamxT) 3/2fdQexp{—£<Q —mu)z}fdke“ﬁE*%

2
e[ e (g e
[ [ ag Bt 1T 1Ca| Te(Br + i0) [ Bo[2 — ¥ % Re k| TL (Bx +i0) | |

6 Der in Abschnitt IIT von 3 angegebene Ausdruck I7,, 7 B.J. BaAuMcarTL, Phys. Rev. 168, 200 [1968].
ist — anders als dort behauptet wird — ungleich Null.
Das Ergebnis A3 in 5 ist deshalb erst nach Multiplikation
mit 2 richtig.
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- o Que ran _ koks ?'
— . 925/2722)3 BEx oo
25/2¢n2j ﬂoza £ 12 Jd jdk % B

iy Krku koks o
m m

0 k]2

—fdke e<k|Ti Ek—}—z0]k>1.

Die geschweifte Klammer ist ~ (0u00y5 + 045 0r0). Man kann also P{?) auf die gewiinschte Form bringen
und erhélt als die zugehorige Stromungskorrektur

; A _ k Vkl’ '?
AP = 252102 faketme | [ag (T Ly T |(q|Tu(Br +i0) | B)|? (56)

15 B3 Re (k| T (Bx + zO)k)} .

Jetzt ist noch zu ermitteln, was der letzte Anteil von P,, zu A beitragt. Unter Zuhilfenahme von (8)
bekommt man zunichst

PR =—tan2@amxT)" ’2fdQexp [_ P (g —mu)zfdke_ﬁE"(:;-V,)[%(g-—nz,u>-k]
- [dqq,6(Ex — B, Im[<q|Ti (Ex +1i0)| ky* 0, (q|T<(Ex +i0)| k].
Mit (50) ergibt dann die weitere Rechnung, daf} diese GroBe praktisch schon bekannt ist, ndmlich [s. (52)]

P — PEs.

v

Abschliefend fassen wir unsere Ergebnisse fiir die durch (40) definierte Stromungskorrektur A, noch
einmal zusammen.

4 d d
5= Bo(T) + 35 4 (T2 g Ba(D) + Ba(D)

(1 ku qoks @ i -
25027382 [ dk e~ PEx {VQVqu@“m“ =2, Ek_ - |<a|T<(Bx +i0)| 2 (57)

== EkRe<k|T+ (Br +10) |k>

— 2323827 [dqdkePE+ ) (B, — B )<q“ “Im[(q|T<(By +i0) | k>* gy O (q| T (Eq+30)| k> ]/w-

5. StoBkorrektur und mittlere freie Flugzeit

Es wird sinnvoll sein, die in (33) eingefiihrte Relaxationszeit als
T=2c?¥ (58)

anzusetzen, wobei ¢ eine Konstante von der Grofenordnung eins sein soll und ¢ die mittlere freie Flugzeit,
die wir noch genauer diskutieren wollen.

Bei der Dichteentwicklung fiir # ist natiirlich auch die Dichteabhéingigkeit von 7 zu beriicksichtigen.
Geht man von der Stoffrequenz

v=91=mny + n2vy + - (59)

aus, so folgt mit
(Tn)poo = ¢/v1, de= — w211 (60)

die Entwicklung
n=(tn)p_o(l +nd.+ ). (61)

Der zweite Virialkoeffizient fiir die Zihigkeit ist dann die Summe von Ag und 4.
Dem Boltzmannschen StoBintegral entspricht die Stolfrequenz

1 r A pP—
vp(r,t) = ;(,T)fdpdqdp dg ;nz'0< — l9>f5 (Ep-ayz — Ep—q2)

op+q9—p —4q)f(p.r;t)f(q ;) (62)
[s. auch (15)1].
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Fiir den Fall des lokalen Gleichgewichtes folgt hieraus
vi(ryt) = 2322 amx T (r,t)=32 [dpe PO E» ,]Zn Giot (D) - (63)
N 2

Abgesehen von 7' = 7T'(r, t) ist »; im lokalen Gleichgewicht mit »; im totalen Gleichgewicht identisch.
Dasselbe gilt fiir das aus (62) folgende v,. Man findet es zusammen mit einer zusétzlichen Korrektur
schon bei GROSSMANN.

Wir wollen nun jedoch von einem méglichst allgemeinen Ausdruck fir die StoBfrequenz ausgehen. Der
Kadanoff-Baymschen Bewegungsgleichung (25)1 entsprechend ist Teilchen mit p, £ an der Stelle r zur
Zeit t die StoBfrequenz

2an2nk)B3o> (pE,rt)

zuzuschreiben. Nach Mittelung iiber p und E:

2n(27h)3
v(r,t)=—%((—r%dedpa>(pE,rt)g<(pE,rt). (64)

Diese GroBe wird jetzt in .7 -Naherungl weiter ausgewertet. Fiir »; gilt auch hier wieder (63). Bei v
beschranken wir uns zur Vereinfachung der Rechnungen von vornherein auf das totale Gleichgewicht.
Nach (84)1 ist dann

2n(2nhk) ([dEdE’ , P i) re
v=- '(n ) fﬂffdpdp g<(p, E)g<(p', E') [ dq elih™a

Alp+ipIT>E+E)p— L, p)+{(p+ L. P> E+E)p.p— D). (65)
Hier gehen wir mit dem optischen Theorem (78)1 fir 7' ein, wobei wir noch die Eigenschaft

{P1P2|7 (t:2)| P1P2)ea = 0(P — P){p|7 (z P)|P") (66)
der .7 -Matrix im Gleichgewicht benutzen:

v= 7 @anp [AE AR dE1dE, [dpdp' dkd(Ey + By — E — E)g<(p, B)g< ', )
07 (5T + kB g (P5F — ke Be) (PP 17LE+ B +i0,p+ P k) (67)
-<k[.7i(E +E —iO,p+p')| ¥> .

Hier ist jetzt die Dichteentwicklung vorzunehmen. Mit g~ = (2x%)3a 4 g<, sowie den Dichteentwicklungen
fir ¢g<, @ und die J -Matrix (s. 1) bekommen wir:

ve = v + ¥@ + ¥, (68)
W — 27 33 (4B (dpdp’ dke~Pw2m (B, — B g 69
W) = 523 [dE’ [dpdp’dke k= Ep_pyzt 9, — (69)
re f— & . 2
e (p', B) — (', B') @mx T-202 [ B dp” e~P%" o (", B")] - |(B5 2 | 1o (Bi + 10) | K)
W) = & 2T 18 2me T)-32 [AQ PO [ake~PErexp [ — ol ((2? — k)2l (70)

[dqd(Bx — Ey)|<q|T<(Eg +i0) k|2,
WP = T B3 2amxT)%2 [dQe P@Hm [dgdkePFe ) (By — By)
3] 2 . .
o (@17 s (Bt 2 +i0,Q) k) K| Tu(Bi— i0)| @) (7)

ol (q[Ti(Ek+i0)|k><k|ﬁ'l,i (Ek+ %—m@)]@

n=0"
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Die Funktionen ky, s, sind aus 1 bekannt. {p|771(z), P)|p’) ist gemaB (66) mit { p1 p> |71 (¢, 2)| p'1p’2),
bestimmt durch die Integralgleichung (77)1, Verknupf’c

») rechnen wir weiter aus, indem wir %y, ks einsetzen [(40)1, (41)!] und auBerdem (97)1 anwenden.
4 2.‘7! - N—_2/ — 1 ﬂ Q 2 1
vgll) _ 43(7).,,1 + = 16 (2nmx7) 3'2‘fdQe BQ2/4m ‘qu exp (_ 5 (2 - q) e BEa

- [AkS(Ex — Ey) [{q| T (Ex + i0) | k)|2
+ 2; B2amxT)-32[dQe P¢Hm [dqdke PE|(q|T+(Ex + i 0)| k)|

Q 1 [Q .
a(2f—q,Ek—Eq+»2—7[-2 q})
Der zweite Summand von »3 stimmt jetzt mit »$ tiberein. Mit

(k) T [dp’8(Hp — Ey)|{p|T+(Ep+i0)|p"

;:n Otot (P)
wird dann
W @ =4 B(T)v1 + 4232amxT)-3 [dQ e m [dg eXp{—ﬂ(Eq+ Tm [Q ] }%Zn 1ot (@)
+ 27;3 B2amxT)32[dQe=PUHm [dgdke PE+ |(q|T+ (B + i0)|k)|2
Q 1 [Q 2
“(2 —¢ B — B+t oy, [2 _‘1”'

Jetzt bleibt noch einzusetzen [vgl. (92)1]:

Q Nl 1 2
«(3— 0B —E+ g3 —4)
13 &7 1, —Bq'22m Q q4-q' 1 ] : Q q+q/\
= — 730 (Ex — By) [dq’ e=P2" ’Re<4 — o | To(Bx— B+ EQu—tq+qu +10)| g — 5
r  —Ba'2l9 ’ . Q i [ . ’ 2
=33 %, [dq’ emPeiEm [dk ‘5(Ek_Eq“‘E(Q/4—(q+q'fz>—Ek')|<4 = 'q";g T.(Ex +i0) k> .

Wir gelangen dann zu folgendem Ergebnis:

v2 =2 + 4 B(T)v1 £ 423 2amx 1) [dQe P/ [dgexp l. - ﬂ(Eq - 21m g = ‘1}2} %qm G101 (9)
+2232amx 1) [dQe i [dqdg e~ PEezm gy (g)
{<g q+q |77 (Bgys- [q*q]/oﬁ— i0)| g - '1,,*21‘1'>
~/3\'4' L | T (E s lg+qy2+10)| 4 g lj;g>} (72)
5] samer o a5 1)
Re<g q;qfl'!’i(E(QM—[ﬁq']/-z) +i0)| 3 Q _m&_fdké (Bx — By) 35, |<q|T<(Ex + i 0) | k)|2
9 h }.6(2nmx T)—3/2fdQe—ﬂQHmqudke—ﬂEk |<q|Ts(Bx + 1'0)[k>|2qu' exp ( 5 _?;I }

P
Er — EWQi4—19+4')/2)
+4q 5 ’ .

(& — Tt T 1o me +i0) | k)2

3[R O(Ex — By — [Ex — E(gs—1q+q2))

Ersetzt man hier im letzten Term
é(Ek - Eq - [Elc’ == E(Q,’-i*[q;q']/"l)]) durch (5(Ek = Eq),
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so fillt er gegen den in (72) schon vorkommenden Ausdruck
2 ’ 2
2132amxT)3 [dQe P [dqdq’ exp {— Jij (Eq < ,24;” )} %zn G0t (q)

‘Re <‘f = q;q | T+ (EQis~1g+q12) T 10| g - qzq'>
wegen (88)1 weg.

Allgemein ist zu sagen, dall die strengen Ergebnisse der Paragraphen 4 und 5 wahrscheinlich teilweise
noch umgearbeitet bzw. durch Néherungen vereinfacht werden miissen (vgl. dazu auch 3), um numerische
Rechnungen zu erleichtern. Dies gilt insbesondere fir die GroBe »$» nach (71), fir die man wegen 7
erst noch die entsprechende Integralgleichung zu l6sen hitte.

Der Verfasser ist Herrn Prof. Dr. S. GRossMANN fur sein forderndes Interesse an dieser Arbeit sehr zu Dank ver-
pflichtet.



